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Ïîñîáèå îñíîâàíî íà îáÿçàòåëüíûõ ñåìèíàðàõ,
ïðîâîäèìûõ àâòîðàìè äëÿ ñòóäåíòîâ òðåòüåãî êóðñà
êàôåäðû êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè ÂÌÊ ÌÃÓ. Â ïîñîáèè
êðàòêî èçëîæåíû ýëåìåíòàðíûå îñíîâû êâàíòîâîé
èíôîðìàòèêè: ôîðìàëèçì è ñâîéñòâà ÷èñòûõ è
ñìåøàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
è èçìåðåíèÿ. Ðàññìîòðåíà çàïóòàííîñòü ìåæäó äâóìÿ
ïîäñèñòåìàìè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêèì
ôàêòàì, âûõîäÿùèì çà ðàìêè ïðîãðàììû ïåðâûõ
äâóõ êóðñîâ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ (íàïðèìåð, àëãåáðà
òåíçîðîâ, SVD-ðàçëîæåíèå ìàòðèö). Ïðèâåäåíû çàäà÷è
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ è ïðèìåðû ðåøåíèÿ
òèïîâûõ çàäà÷. Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ
ñòóäåíòîâ 3-4 êóðñîâ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, à òàêæå
äðóãèõ åñòåñòâåííûõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ÂÓÇîâ.
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Ââåäåíèå

Öåëüþ äàííîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå
áàçîâûõ ïîíÿòèé êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè, à òàêæå
èõ àëãåáðàè÷åñêèõ îñíîâ. Îïðåäåëåííîé òðóäíîñòüþ â
èçó÷åíèè êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå
âî ìíîãèõ óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñàõ àëãåáðû íåêîòîðûõ
ðàçäåëîâ, íàïðèìåð òåíçîðîâ. Ïîýòîìó îñîáîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ìàòåðèàëó ïî àëãåáðå, íå âõîäÿùåìó â
îáÿçàòåëüíóþ ïðîãðàììó ôàêóëüòåòà ÂÌÊ.

Ïîñîáèå ñîäåðæèò çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî
ðåøåíèÿ. Íåêîòîðûå çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòåéøèõ òåîðåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ, íåêîòîðûå æå èìåþò ïðàêòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ñëîæíûå çàäà÷è ïîìå÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèì
êîëè÷åñòâîì çâåçäî÷åê. Âàæíûå òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è,
êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, âûçûâàþò íàèáîëåå ÷àñòûå
çàòðóäíåíèÿ, ñíàáæåíû óêàçàíèåì íà ëèòåðàòóðó, ãäå
ìîæíî íàéòè ðåøåíèå, îäíàêî ðåêîìåíäóåòñÿ ïîïûòàòüñÿ
ðåøèòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî. Îäíîé èç âàæíûõ öåëåé
ïðè ðåøåíèè ïðåäñòàâëåííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îñâîåíèå
îáîçíà÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå.

Ïîñîáèå, êàê è çàäà÷è, íåîáõîäèìî ïðîðàáàòûâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíî, ò.ê. áîëüøèíñòâî ìàòåðèàëà ñâÿçàíî
ìåæäó ñîáîé.

Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ àëãåáðû, èñïîëüçóåìîé
â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå, ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷åñòü
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êàêîé-ëèáî ó÷åáíèê, ñîäåðæàùèé ðàçäåë, ïîñâÿùåííûé
òåíçîðàì, íàïðèìåð [1]. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö
è ñïîñîáû åãî âû÷èñëåíèÿ õîðîøî èçëîæåíû â [2].

Îñíîâíîé ëèòåðàòóðîé ïî êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå
ÿâëÿþòñÿ: [4][5][6].
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Ãëàâà 1

Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

1 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è

ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

Îäíèì èç âàæíåéøèõ îáúåêòîâ êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè
ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � îáîáùåíèå
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà áåñêîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.
Îáû÷íî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ðàññìàòðèâàåòñÿ â
êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Â êíèãå íàì ïîíàäîáèòñÿ
ëèøü êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé òàêîãî ïðîñòðàíñòâà, è,
òàêèì îáðàçîì, ìû ïîä ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì
áóäåì ïîíèìàòü êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
(îáû÷íî êîìïëåêñíîå) ñ ââåäåííûì íà íåì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì, îáîçíà÷àåìûì (x, y).

Ïóñòü îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, òîãäà ñîïðÿæåííûì (èëè ýðìèòîâî-
ñîïðÿæåííûì) ê íåìó îïåðàòîðîì íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð
A∗, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ x, y ∈ H
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(x,Ay) = (A∗x, y).
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Çàäà÷à 1.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
åäèíñòâåííåí.

Çàìå÷àíèå 1.2 Èíîãäà ÷åðåç A∗ îáîçíà÷àåòñÿ
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, à ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå
÷åðåç A†. Â êíèãå A∗ îáîçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå.

Çàäà÷à 1.3 Ïîêàæèòå, ÷òî â ìàòðè÷íîì
ïðåäñòàâëåíèè ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå îçíà÷àåò
êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è òðàíñïîíèðîâàíèå.

2 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V
íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî V ∗ åãî ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ, ò.å. ôóíêöèé f : V → K, òàêèõ ÷òî äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ V ; a ∈ K âûïîëíÿåòñÿ f(ax) = af(x), f(x +
y) = f(x) + f(y).

Êàçàëîñü áû, ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ áîëüøå, íåæåëè
âåêòîðîâ. Îäíàêî, åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå, òî dim(V ) =
dim(V ∗) (äîêàæèòå ýòî). Êðîìå òîãî, åñëè êîíå÷íîìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî V èìååò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî
èìååòñÿ óäîáíûé èçîìîðôèçì ìåæäó V è V ∗. Ò.ê.
ýòîò èçîìîðôèçì âàæåí äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíèìàíèÿ,
ïîñòðîèì åãî. (Íàïîìíèì, ÷òî èçîìîðôèçìîì äâóõ
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîå áèåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå.)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ V. Ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó âåêòîðó ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë fx(y) :
fx(y) = (y, x). Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî f ∈ V ∗ ñóùåñòâóåò x ∈ V : f(y) = (y, x). Ïóñòü
(e1, e2, . . . , en) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
V. f â ñèëó ëèíåéíîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì
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äåéñòâèåì íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ. Ïóñòü f(ei) = ci, òîãäà â
êà÷åñòâå x ìîæíî âçÿòü x =

∑
i

ciei.

Çàäà÷à 2.1 Ïðîâåðüòå, ÷òî îïèñàííîå âûøå
ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ýòîò èçîìîðôèçì î÷åíü
ïðîñò: äëÿ âåêòîðà x ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü åãî
ñîïðÿæåííûé âåêòîð x∗, ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå ýòîãî
âåêòîðà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð y ∈ V : x∗y = (y, x) �
îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë.

Çàìå÷àíèå 2.2 Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ïîäîáíûé èçîìîðôèçì òàêæå
ñóùåñòâóåò. Îá ýòîì ãîâîðèò òåîðåìà Ðèññà[3].

3 Óíèòàðíûå è ýðìèòîâû

îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 3.1 Îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì,
åñëè U∗U = I.

Çàäà÷à 3.2 Äîêàæèòå, ÷òî U∗U = I ⇔ UU∗ = I ⇔ U �
îáðàòèìà è U∗ = U−1.

Â ïðåäûäóùåé çàäà÷å äàåòñÿ âàæíîå ñâîéñòâî
óíèòàðíûõ ìàòðèö � îíè îáðàòèìû.

Óíèòàðíûå ìàòðèöû îáëàäàþò åùå îäíèì âàæíûì
ñâîéñòâîì:

Çàäà÷à 3.3 Äîêàæèòå, ÷òî åñëè U : V → V �
óíèòàðíûé îïåðàòîð, òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V : (x, y) =
(Ux, Uy).

9



Ò.å. óíèòàðíûå îïåðàòîðû ñîõðàíÿþò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå, à çíà÷èò óãëû è äëèíû. Òàêèì îáðàçîì
óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîâîðîòàìè
ïðîñòðàíñòâà. Òàêæå óíèòàðíûå îïåðàòîðû îïèñûâàþò
ïåðåõîäû îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó.

Çàäà÷à 3.4 Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
óíèòàðíîé ìàòðèöû ïî ìîäóëþ ðàâíû åäèíèöå.

Ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
äåòåðìèíàíò óíèòàðíîé ìàòðèöû ïî ìîäóëþ ðàâåí
åäèíèöå.

Îïðåäåëåíèå 3.5 Îïåðàòîð H íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâûì
(èëè ñàìîñîïðÿæåííûì), åñëè H∗ = H.

Çàäà÷à 3.6 Ïîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèÿ óíèòàðíîãî
è ýðìèòîâà îïåðàòîðà ïîäõîäÿò è äëÿ ìàòðè÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ.

Çàäà÷à 3.7 Äîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ýðìèòîâîé ìàòðèöû âåùåñòâåííû.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ýðìèòîâûõ ìàòðèö
ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå: H = V DV ∗, ãäå V
� óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, à D � âåùåñòâåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ.
Ò.ê. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðà íå çàâèñÿò îò áàçèñà,
ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà äèàãîíàëè D ñòîÿò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû H, à ìàòðèöà U ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ.

Êàê ñëåäñòâèå, ìû âèäèì, ÷òî ýðìèòîâû ìàòðèöû
èìåþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ.
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4 Ìàòðè÷íûå ôóíêöèè

Ïóñòü èìååòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A è ôóíêöèÿ,
ïðåäñòàâèìàÿ ñâîèì ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà: f(x) =
∞∑
i=0

aix
i. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü f(A), êàê f(x) =

∞∑
i=0

aiA
i.

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè î÷åíü ëåãêî âû÷èñëÿòü ôóíêöèè
îò ýðìèòîâûõ ìàòðèö:

Çàäà÷à 4.1 Ïóñòü H � ýðìèòîâà ìàòðèöà,

H = V

 d1 0 0

0
. . . 0

0 0 dn

V ∗

� åå ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå. Òîãäà

f(H) = V

 f(d1) 0 0

0
. . . 0

0 0 f(dn)

V ∗

Çàäà÷à 4.2 M =

 7 −1 0
−1 7 0
0 0 4

, âû÷èñëèòü 2M .

Ðåøåíèå. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû M áóäóò e1 =
(0, 0, 1), e2 = (1, 1, 0), e3 = (1,−1, 0), à ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2,4,8). ×òîáû ïîñòðîèòü óíèòàðíóþ
ìàòðèöó U ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ, íåîáõîäèìî âçÿòü
íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Â èòîãå ïîëó÷èì:

2M =

 0 1/
√
2 1/

√
2

0 1/
√
2 −1/

√
2

1 0 0

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

 ·
·

 0 0 1

0 1/
√
2 1/

√
2

1/
√
2 1/

√
2 −1/

√
2

 =

 160 −96 1
−96 160 0
0 0 16
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Çàäà÷à 4.3

M =

 89 −48 0
−48 61 0
0 0 1

,
âû÷èñëèòü log5(M).

Ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è ïîêàçûâàþò ñâÿçü ìåæäó
óíèòàðíûìè è ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè:

Çàäà÷à 4.4 Ïóñòü H � ýðìèòîâà ìàòðèöà, òîãäà U =
eiH � óíèòàðíàÿ.

Çàäà÷à 4.5 Ïóñòü U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, òîãäà
ñóùåñòâóåò ýðìèòîâà ìàòðèöà H òàêàÿ, ÷òî U = eiH �
óíèòàðíàÿ.
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Ãëàâà 2

Ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåíçîðíîé

àëãåáðû

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ôîðìàëèçì ìíîãî÷àñòè÷íûõ
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé íåîáõîäèìî äàòü îïðåäåëåíèÿ
íåêîòîðûõ ïîíÿòèé òåíçîðíîé àëãåáðû. Äëÿ ëó÷øåãî
ïîíèìàíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé
ðàçäåë êàêîãî-ëèáî ó÷åáíèêà ïî àëãåáðå, íàïðèìåð [1].

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì,
ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, ÷òî æå òàêîå òåíçîðû è
çà÷åì îíè íóæíû. Âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé ýëåìåíòîâ,
èëè, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ,
îäíîìåðíûì ìàññèâîì. Ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òàáëèöó, èëè äâóìåðíûé ìàññèâ. Êðîìå òîãî ìàòðèöû
ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì îïåðàòîðàì â êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ, ò.å. îïèñûâàþò ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
íàä âåêòîðàìè - îáúåêòàìè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Íåñëîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå òðåõìåðíóþ òàáëèöó,
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÷óòü ñëîæíåå ìíîãîìåðíóþ, à ïîíÿòèå ìíîãîìåðíîãî
ìàññèâà õîðîøî èçâåñòíî è àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â
ïðîãðàììèðîâàíèè. Òåíçîðû êàê ðàç-òàêè ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ìíîãîìåðíîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ìàòðèöû (èëè,
÷òî áîëåå ïîëíî, ëèíåéíîãî îïåðàòîðà).

Ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ V è W (îáîçíà÷àåòñÿ V ⊗ W ) íàä
îáùèì ïîëåì K (äëÿ êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî T âìåñòå ñ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì

⊗ : V ×W → T, (x, y) 7→ x⊗ y,

óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: åñëè ei : i ∈ I è
fj : j ∈ J � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ V è W ñîîòâåòñòâåííî,
òî ei ⊗ fj : i ∈ I, j ∈ J � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà T.

Çàìå÷àíèå 1.2 Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî çàïèñü
x ⊗ y îáîçíà÷àåò íå ïàðó âåêòîðîâ, à îäèí âåêòîð
ïðîñòðàíñòâà T. À ïàðà âåêòîðîâ (x, y) ÿâëÿåòñÿ ëèøü
åãî ïðîîáðàçîì. Âåêòîð x ⊗ y íàçûâàþò òåíçîðíûì
ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x è y.

Çàäà÷à 1.3 Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V èìååò
áàçèñ (a, b, c), à ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî W áàçèñ (d, e).
Êàêîâ áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ⊗W?

Çàäà÷à 1.4 Ïóñòü êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà V è
W íàä îáùèì ïîëåì èìåþò ðàçìåðíîñòè m è n
ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü èõ òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ?

Âàæíî ïîìíèòü, ÷òî åñëè îïðåäåëåíèå ëèíåéíîé
àëãåáðû îïèðàåòñÿ íà êàêîé-ëèáî áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, òî
îíî äîëæíî áûòü íåçàâèñèìî îò ýòîãî áàçèñà:
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Çàäà÷à 1.5 Äîêàçàòü, ÷òî Îïð. 1.1 íå çàâèñèò îò
âûáîðà áàçèñîâ ïðîñòðàíñòâ V è W .[1]

Òàêæå âàæíà åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ:

Çàäà÷à 1.6 Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ äâóõ òåíçîðíûõ
ïðîèçâåäåíèé ïðîñòðàíñòâ V è W (T1,⊗1), (T2,⊗2)
èìååòñÿ åäèíñòâåííûé èçîìîðôèçì ψ : T1 → T2,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ψ(x ⊗1 y) = (x ⊗2 y), äëÿ
ëþáûõ x ∈ V, y ∈ W .[1]

Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî
âñïîìíèòü, ÷òî òàêîå èçîìîðôèçì, ïîñòðîèòü
òðèâèàëüíûé èçîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé
òðåáóåìîìó óñëîâèþ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ, è
èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî áèëèíåéíîñòè òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Òàê êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå åäèíñòâåííî, ìû
ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èìåííî òî, êîòîðîå ñòðîèòñÿ â
ñàìîì îïðåäåëåíèè. À èìåííî, â êà÷åñòâå òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ V è W ìû ìîæåì âçÿòü
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî T ñ áàçèñîì ei⊗ fj è îòîáðàæåíèå,
çàäàâàåìîå íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ (ei, fj) 7→ ei ⊗ fj. Íà
îñòàëüíûõ âåêòîðàõ äàííîå îòîáðàæåíèå ñòðîèòñÿ èç
ñâîéñòâà áèëèíåéíîñòè. Îáû÷íî â êà÷åñòâå òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ðàññìàòðèâàþò èìåííî òàêîå
ïîñòðîåíèå, ïðè ýòîì íå óêàçûâàÿ ÿâíî áèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, à âìåñòî ýòîãî îïèñûâàÿ ïðàâèëà
îáðàùåíèÿ ñî çíàêîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ¾⊗¿:
äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è âûíåñåíèå
÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ. Âàæíî ïîìíèòü îá îòñóòñòâèè
êîììóòàòèâíîñòè. Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå
òàêóþ êîíñòðóêöèþ.

Ïðèìåð 1.7 Ðàññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: ïðîñòðàíñòâî
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V ñ áàçèñîì (v1, v2) è ïðîñòðàíñòâî W ñ áàçèñîì
(w1, w2, w3). Òîãäà èõ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V ⊗ W
áóäåò øåñòèìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ áàçèñîì
(v1 ⊗ w1, v1 ⊗ w2, v1 ⊗ w3, v2 ⊗ w1, v2 ⊗ w2, v2 ⊗ w3).
Ëþáîé âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåò èìåòü â

x =
2∑
i=1

3∑
j=1

αijvi ⊗ wj =

α11v1 ⊗ w1 + α12v1 ⊗ w2 + α13v1 ⊗ w3+
+α21v2 ⊗ w1 + α22v2 ⊗ w2 + α23v2 ⊗ w3,

(2.1)

αij ∈ R.
Òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ïðîèçâîëüíûå

âåêòîðà âèäà x⊗ y è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ïðè ýòîì
îïåðèðóÿ ñî çíàêîì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òàêæå, êàê
ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì, èñêëþ÷àÿ êîììóòàòèâíîñòü.
Òàêèå âåêòîðà ëåãêî çàïèñàòü â âèäå 1.7:

(3v1 + 4v2)⊗ (5w1 + 6w3)− v2 ⊗ v3 =

= 15v1 ⊗ w1 + 18v1 ⊗ w3 + 20v2 ⊗ w1 + 23v2 ⊗ w3.

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, ò.å. (U ⊗ V ) ⊗W èçîìîðôíî U ⊗ (V ⊗W ),
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ V1 ⊗ V2 ⊗ . . .⊗ Vn. Âàæíûìè
ïðåäñòàâèòåëÿìè âåêòîðîâ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ
âåêòîðà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xn (2.2)

Òàêèå âåêòîðà èìåþò ðàçëè÷íûå íàçâàíèÿ: ðàçëîæèìûå,
ñåïàðàáåëüíûå, ìîíîìû. Â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå
ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì âåêòîðàì, íàçûâàþòñÿ
íåçàïóòàííûìè. Î òàêèõ ñîñòîÿíèÿõ ðå÷ü ïîéäåò â
ñîîòâåòñòâóþùåì ïàðàãðàôå.
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Çàäà÷à 1.8 Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåðàçëîæèìîãî âåêòîðà,
äëÿ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ èç Ïðèìåðà
1.7.

2 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
Ïóñòü äàíû äâà ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà V è W íàä
îáùèì ïîëåì ñ áàçèñàìè ei è fj. Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì
îïåðàòîðîâ A : V → V è B : W → W íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé
îïåðàòîð A ⊗ B : V ⊗ W → V ⊗ W, îïðåäåëåííûé íà
áàçèñíûõ âåêòîðàõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: (A ⊗ B)(ei ⊗
fj) = (Aei)⊗ (Bfj).

Çàäà÷à 2.1 Äîêàæèòå, ÷òî äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå
ïîäõîäèò ïîä ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå 1.1 äëÿ
ïðîñòðàíñòâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. (Íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèå áèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå.)

Çàäà÷à 2.2 Ïóñòü â äàííîì âûøå îïðåäåëåíèè â áàçèñàõ
ei è fj îïåðàòîðû A è B èìåþò ìàòðèöû {aij} è
{bij} ñîîòâåòñòâåííî. Êàê áóäåò âûãëÿäåòü ìàòðèöà
îïåðàòîðà A⊗B â áàçèñå ei⊗ fj (òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö).

Çàäà÷à 2.3 Íàéòè tr(A⊗B).

Çàäà÷à 2.4 Íàéòè det(A⊗B)..

Çàäà÷à 2.5 *Ìàòðèöà îïåðàòîðà Àäàìàðà èìååò âèä

H =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
17



Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ (i,j)-ãî ýëåìåíòà ìàòðèöû
H⊗n = H ⊗ . . .⊗H︸ ︷︷ ︸

n

.

Çàäà÷à 2.6 Åñëè îáå ìàòðèöû A è B: à) óíèòàðíû á)
ýðìèòîâû â) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, òî è ìàòðèöà
A⊗B îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.

3 Îáîçíà÷åíèÿ Äèðàêà.

Äëÿ ðàáîòû ñ òåíçîðàìè â êâàíòîâîé ìåõàíèêå è îñîáåííî
â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå ïðèíÿòû óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ
� îáîçíà÷åíèÿ Äèðàêà. Ïóñòü èìååòñÿ ãèëüáåðòîâî
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V, ò.å. ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì, âîçìîæíî áåñêîíå÷íîìåðíîå. Â íàøåé
êíèãå ìû îãðàíè÷èìñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîðà èç ïðîñòðàíñòâà V êàê |x〉
(¾êåò-âåêòîð¿), à ñîîòâåòñòâóþùèå (ñì. ïàðàãðàô 2)
âåêòîðà èç ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà V ∗ êàê 〈x|
(áðà-âåêòîð). Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòî áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü îáû÷íîìó ñîïðÿæåíèþ âåêòîðà. Òàêèì
îáðàçîì 〈x||y〉 - áóäåò îáîçíà÷àòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Äëÿ ïðîñòîòû îäíó èç äâóõ ñðåäíèõ ÷åðò îïóñêàþò
è çàïèñûâàþò 〈x|y〉. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññìîòðåòü
òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì
|1〉, |2〉, |3〉. Òîãäà ëþáîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
çàïèñàòü êàê |v〉 = x|1〉 + y|2〉 + z|3〉, à óñëîâèå
îðòîíîðìèðîâàííîñòè âûãëÿäèò, êàê 〈i|j〉 = δij.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
p

.

Òîãäà áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà áóäóò âåêòîðà
|i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ . . .⊗ |in〉. Äëÿ âåêòîðîâ òàêîãî ïðîñòðàíñòâà
îáîçíà÷åíèÿ Äèðàêà äîïóñêàåò åùå îäíî óïðîùåíèå:
âåêòîðà âèäà |i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ . . .⊗ |in〉 ìîæíî çàïèñûâàòü, êàê
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|i1〉|i2〉 . . . |in〉 èëè äàæå |i1i2 . . . in〉. Ò.å. ìîæíî óáèðàòü
çíàê òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è êîíñòðóêöèþ 〉|, åñëè ýòî
íå ìåøàåò ÷èòàåìîñòè è íå ïðîèçâîäèò ïóòàíèöû, ÷òî
ê êàêîìó ïðîñòðàíñòâó îòíîñèòñÿ (ò.ê. çíàê òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ íåêîììóòàòèâåí). Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ìîæíî äëÿ ÷èòàåìîñòè îòäåëÿòü èíäåêñû
çàïÿòûìè: |i1, i2, . . . , in〉.

4 Òåíçîðû.

Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K.

Îïðåäåëåíèå 4.1 Ïðîñòðàíñòâî

T pq (V ) = V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
p

⊗V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
q

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðîâ òèïà (p, q) íà V .
T 0
0 (V ) ïîëàãàþò ðàâíûì K.

Çàäà÷à 4.2 Êàêîâà ðàçìåðíîñòü T pq (V )?

Âàæíûì ïðèìåðîì, êîòîðûé åùå íè ðàç âñòðåòèòñÿ
íàì â êíèãå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ òèïà (1,1).
×èòàòåëü óæå ìîæåò äîãàäàòüñÿ, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
äåéñòâóþùèõ â V. È äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
ýëåìåíòîâ âèäà x⊗α(.), ãäå α(.) � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë,
äåéñòâóþùèé â V. Åñëè ïîäåéñòâîâàòü òàêîé êîíñòðóêöèåé
íà âåêòîð y ïðîñòðàíñòâà V ïîëó÷èì x⊗ α(y) = kx, ãäå k
� ýëåìåíò ïîëÿ.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü
òåíçîðîâ (1,1) îïåðàòîðàì óâèäåòü åùå ïðîùå. Ïóñòü V �
ãèëüáåðòîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ îðòîíîðìèðîâàííûì
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áàçèñîì (|1〉, |2〉, . . . , |n〉). Ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ (1,1) -
ýòî ïðîñòðàíñòâî T 1

1 = V ⊗ V ∗. Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗

áóäåò (〈1|, 〈2|, . . . , 〈n|). Îáùèé âèä ñîñòîÿíèÿ èç T 1
1 áóäåò

M =
n∑

i,j=1

aij|i〉〈j|. Ïîäåéñòâóåì M íà êàêîå-ëèáî áàçèñíîå

ñîñòîÿíèå |k〉 :

M |k〉 =
n∑

i,j=1

aij|i〉〈j||k〉 =
n∑
i

aik|i〉.

Êàê ìîæíî âèäåòü M � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïðè÷åì
ìàòðèöà mij îïåðàòîðà M áóäåò èìåòü ýëåìåíòû mij =
〈i|M |j〉 = aij.

Ò.å. çàïèñü
n∑

i,j=1

aij|i〉〈j| ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ìàòðèöó.

Çàäà÷à 4.3 Êàê â äèðàêîâñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ áóäåò
âûãëÿäåòü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà?

Ïðèìåð 4.4 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî R2

ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ñ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì (|0〉, |1〉). Âåêòîð |0〉 áóäåò

ñîîòâåòñòâîâàòü âåêòîðó

(
1
0

)
, à âåêòîð |1〉 âåêòîðó(

0
1

)
.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

M =

(
1 0
3 4

)
è âåêòîð

v =

(
2
5

)
= 2|0〉+ 5|1〉,
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Òîãäà

Mv =

(
2
26

)
.

Òåïåðü â Äèðàêîâñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ: Mv = (|0〉〈0| +
3|1〉〈0|+ 4|1〉〈1|)(2|0〉+ 5|1〉) = = 2|0〉+ 6|1〉+ 20|1〉.

Êàê ìû âèäèì âû÷èñëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Íåðåäêî
äàæå â ìàòðè÷íûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö
óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äèðàêîâñêèå îáîçíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4.5 Ïðîèçâåñòè òàêèå æå âû÷èñëåíèÿ, êàê â

ïðåäûäóùåì ïðèìåðå äëÿ M =


1 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
3 0 0 4

 , v =


1
2
3
4


Îïèøåì áîëåå òî÷íî ïðîèçâîäèìûå íàìè îïåðàöèè.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå T pq → T p−1q−1 , çàäàâàåìîå íà
ðàçëîæèìûõ âåêòîðàõ êàê

x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xp ⊗ α1 ⊗ α2 ⊗ . . .⊗ αq 7→

7→ αq(xp)x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xp−1 ⊗ α1 ⊗ α2 ⊗ . . .⊗ αq−1.

Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé, î÷åâèäíî, ÷òî
îíî ëèíåéíî. Ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñâåðòêó íå òîëüêî ïî
ïîñëåäíèì, íî è ïî ëþáîé äðóãîé ïàðå ïðîñòðàíñòâ.
Êîãäà ìû äåéñòâóåì ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà V ⊗ V ∗

íà ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà V ìû ñíà÷àëà ¾ïðèêðåïëÿåì¿
åãî ïðè ïîìîùè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à çàòåì
ïðîèçâîäèì ñâåðòêó. Â ñâÿçè ñ ïðîèçâîëüíûì âûáîðîì
ïàðû ïðîñòðàíñòâ äëÿ ñâåðòêè ïðè ðàáîòå ñî ñëîæíûìè
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âûðàæåíèÿìè â êåò-áðà îáîçíà÷åíèÿõ âàæíî ïîìíèòü, ÷òî
è ñ ÷åì ìû õîòèì ñâîðà÷èâàòü. Ïîýòîìó ÷àñòî óäîáíî
èíäåêñèðîâàòü ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð:

(
|x〉1〈0|2|0〉3 +

|y〉1〈1|2|1〉3
)
|1〉4 - âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà T 2

2 . Ïðîèçâåäåì
ñâåðòêó ïî 2 è 4 ïðîñòðàíñòâàì è ïîëó÷èì |y〉1|1〉3. Âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íàïèñàíèå èíäåêñîâ äîâîëüíî óäîáíî è,
íàïðèìåð, ïîçâîëÿåò ïåðåñòàâëÿòü ïðîñòðàíñòâà ìåñòàìè.

Çàäà÷à 4.6 Êàêîé âåêòîð áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñâåðòêîé(
|0〉1|0〉2 + |1〉1|1〉1

)(
〈0|3〈0|4 + 〈1|3〈1|4

)
∈ T 2

2

ïî 1 è 4 ïðîñòðàíñòâàì. Êàêîìó ïðîñòðàíñòâó áóäåò
ïðèíàäëåæàòü ýòîò âåêòîð?

5 Ìíîãîêóäèòíûå êâàíòîâûå

ñîñòîÿíèÿ

Â îñíîâå ïðèíöèïà ðàáîòû êâàíòîâîãî êîìïüþòåðà
ëåæèò ïîíÿòèå êóáèò (qubit). Òåðìèí ïðîèñõîäèò îò
ïðîèçíîøåíèÿ ¾q-bit¿, ñîêðàùåíèÿ îò quantum bit.
Êóáèò - ìàòåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõóðîâíåâîé
êâàíòîâîé ñèñòåìû. Ñîñòîÿíèå êóáèòà - íîðìèðîâàííûé
âåêòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H = C2 ñî
ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â êà÷åñòâå
áàçèñà ïðè îïèñàíèè êóáèòà áåðåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ (|0〉, |1〉). Òàêèì îáðàçîì ñîñòîÿíèå êóáèòà - ýòî
íîðìèðîâàííàÿ ñóïåðïîçèöèÿ áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé:
|ψ〉 = c0|0〉 + c1|1〉, |c0|2 + |c1|2 = 1. Êîìïëåêñíûå
êîýôôèöèåíòû c0 è c1 íàçûâàþòñÿ àìïëèòóäàìè.
Âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ â ñóïåðïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì ôóíäàìåíòàëüíûì îòëè÷èåì êóáèòà îò
êëàññè÷åñêîãî áèòà, îäíàêî, âîçìîæíîñòè ðàáîòû ñ ýòîé
ñóïåðïîçèöèåé èìåþò âåñüìà ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ.
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Ìû íå ìîæåì äîñòîâåðíî óçíàòü â êàêîì ñîñòîÿíèè
íàõîäèòñÿ êóáèò. Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ëèøü èçìåðèòü
åãî, ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå |0〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ |c0|2 è |1〉
c âåðîÿòíîñòüþ |c0|2. Ïîäðîáíåå îá èçìåðåíèÿõ áóäåò
ðàññêàçàíî â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå.

Âòîðûì ôóíäàìåíòàëüíûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ñîñòîÿíèå íåñêîëüêèõ êóáèòîâ ëåæèò íå â äåêàðòîâîì,
à â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ êóáèòîâ.
Ò.å. ñîñòîÿíèå n-êóáèòîâ � íîðìèðîâàííûé âåêòîð â
ïðîñòðàíñòâå H⊗n.

Ñëåäñòâèåì ýòîãî óäèâèòåëüíîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà êóáèòîâ (ñì. Çàäà÷ó
1.4).

Èòàê, áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâà n êóáèòîâ
èìåþò âèä

|i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ . . .⊗ |in〉

èëè, ÷òî ïðîùå |i1i2 . . . in〉, ãäå ij ∈ 0, 1. Òàêîé áàçèñ
íàçûâàþò âû÷èñëèòåëüíûì.

À îáùèé âèä ìíîãîêóáèòíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò:

|ψ〉 =
1∑

i1,i2,...,in=0

ai1i2...in|i1i2 . . . in〉,

|ψ〉 =
1∑

i1,i2,...,in=0

|ai1i2...in|2 = 1.

Ïî àíàëîãèè ñ êóáèòîì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí
êóäèò - d-óðîâíåâàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà. Ñîñòîÿíèÿ
êóäèòà � íîðìèðîâàííûå âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå Cd.
Âû÷èñëèòåëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îáîçíà÷àþò,
êàê |0〉, |1〉, . . . , |n− 1〉 èëè |1〉, |2〉, . . . , |n〉. Òðåõóðîâíåâûå
è ÷åòûðåõóðîâíåâûå ñèñòåìû íàçûâàþò êóòðèò è êóêâàðò
ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ñ îáû÷íîé çàïèñüþ âåêòîðîâ
èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê, ò.å. îáû÷íûå
âåêòîðà óïîðÿäî÷åíû

(1, 0, . . . , 0),

(0, 1, . . . , 0),

. . .

(0, 0, . . . , 1),

à ñîîòâåòñòâóþùèé èì ïîðÿäîê ìíîãîêóäèòíîãî (èëè
ìíîãîêóáèòíîãî) ñîñòîÿíèÿ çàäàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè.
Äëÿ êóòðèòîâ ñ áàçèñîì

|0〉, |1〉, . . . , |n− 1〉

áàçèñíûå âåêòîðà áóäóò óïîðÿäî÷åíû òàê:

|000〉, |001〉, |002〉, |010〉, . . . , |222〉.

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, åñëè áàçèñ íóìåðóåòñÿ ñ |0〉, òî
ïðè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå ÷èñëî âíóòðè áàçèñíîãî
êåò-âåêòîðà � ýòî d-è÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ïîðÿäêîâîãî
íîìåðà ýòîãî âåêòîðà ïëþñ åäèíèöà. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû n êóáèòîâ èíîãäà çàïèñûâàþò êàê |ψ〉 =
2n−1∑
i=0

ci|i〉, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä i åãî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðàâèëà ñòîèò ïðèäåðæèâàòüñÿ
è â ñëó÷àå ñèñòåìû êóäèòîâ ñ ðàçíûìè ðàçìåðíîñòÿìè.

Ïðèìåð 5.1 ×åòûðåõêóáèòíîå áàçèñíîå ñîñòîÿíèå
|0101〉 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåêòîðó (0,0,. . . ,1,. . . ,0)
äëèíû 16 ñ åäèíèöåé íà 4 + 1 + 1 = 6 ïîçèöèè.
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Çàäà÷à 5.2 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî òðåõ êóäèòîâ
ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé C10 ⊗ C11 ⊗ C12. Êàêîìó âåêòîðó
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü áàçèñíûé âåêòîð |6, 3, 7〉?.
Êàêîìó ñîñòîÿíèþ òðåõêóäèòíîé ñèñòåìû áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü âåêòîð, ó êîòîðîãî íà 11, 125 è 531
ïîçèöèÿõ ñòîèò 1/

√
3, à â îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ íóëè?

Çàäà÷à 5.3 Äàíû ñîñòîÿíèÿ |ψ0〉 = |0〉, |ψ1〉 = 1
2
|0〉 +

√
3
2
|1〉, |ψ2〉 = 1

2
|0〉+

√
3
2
|1〉. Íàéòè 〈ψ0|ψ1〉, 〈ψ1|ψ2〉, 〈ψ0|ψ2〉.

Çàäà÷à 5.4 Çàïèñàòü ñîñòîÿíèÿ èç ïðîøëîé çàäà÷è â
áàçèñå Àäàìàðà: |0〉 = 1/

√
2(|0〉+ |1〉), |1〉 = 1/

√
2(|0〉−|1〉).

6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé

Íàä êâàíòîâûìè ñîñòîÿíèÿìè, îïèñàííûìè âûøå, ìîæíî
ïðîèçâîäèòü óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Óíèòàðíîñòü
ãàðàíòèðóåò ÷òî ìû íå íàðóøèì óñëîâèå íîðìèðîâêè.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ â êâàíòîâîé èíôîðìàòèêå
çàïèñûâàþòñÿ îáû÷íî â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Îäíàêî,
ïðåîáðàçîâûâàòü âåêòîðà ñîñòîÿíèé â ìàòðè÷íóþ çàïèñü,
óìíîæàòü íà ìàòðèöó, à çàòåì ïðåîáðàçîâûâàòü îáðàòíî
â êåò-áðà îáîçíà÷åíèÿ íå âñåãäà óäîáíî, îñîáåííî, êîãäà
ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé ðàçðåæåíû.

Ïîñìîòðèì, êàê äåéñòâóþò ìàòðèöû íà âåêòîðà
â îáîçíà÷åíèÿõ Äèðàêà íà ïðèìåðå äâóõêóáèòíûõ
ñîñòîÿíèé. Âàæíî ïîìíèòü ïðî ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé
ïîðÿäîê âåêòîðîâ, êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ è â
çàïèñè ìàòðèö. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó
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äâóõêóáèòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

U =


|00〉 |01〉 |10〉 |11〉

|00〉 u00 u01 u02 u03
|01〉 u10 u11 u12 u13
|10〉 u20 u21 u22 u23
|11〉 u30 u31 u32 u33

 (2.3)

Òàêàÿ ìàòðèöà, äåéñòâóÿ íà áàçèñíîå ñîñòîÿíèå,
ïåðåâîäèò åãî â ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö, íàïðèìåð: |01〉
â u01|00〉+ u11|01〉+ |10〉u21 + |11〉u31.

Çàäà÷à 6.1 Ïðèìåíèòå ê ñîñòîÿíèþ |ψ〉 = c0|0〉 + c1|1〉
ïðåîáðàçîâàíèå

NOT =

(
0 1
1 0

)
Çàäà÷à 6.2 Ïðèìåíèòå ê ñîñòîÿíèþ |ψ〉 = c00|00〉 +
c01|01〉+ c10|10〉+ c11|11〉 îïåðàòîð

CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


à) ïðåîáðàçîâàâ ñîñòîÿíèå ê âåêòîðó-ñòîëáöó è óìíîæèâ
íà ìàòðèöó; á) îïðåäåëèâ, âî ÷òî ïåðåõîäÿò áàçèñíûå
ñîñòîÿíèÿ ïîä äåéñòâèåì ìàòðèöû.

Çàìå÷àíèå 6.3 Èíîãäà, ÷òîáû ñîõðàíÿëàñü
ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ñòðóêòóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ, ýëåìåíòû
àáñòðàêòíîé ìàòðèöû äâóõ÷àñòè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
óäîáíåå çàïèñûâàòü íå êàê uij, à êàê umnkl , íàïðèìåð,
u32 u1011. Îñîáåííî, òàêàÿ çàïèñü óäîáíà, ïðè áîëüøåì
êîëè÷åñòâå êóáèòîâ èëè êóäèòîâ. Òàêèå îáîçíà÷åíèÿ
áóäóò óäîáíû ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ äàííîãî
ïàðàãðàôà.
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Òåíçîðíûé ôîðìàëèçì ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðèìåíÿòü
îäíîêóáèòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê äâóõêóáèòíûì ñèñòåìàì.
Åñëè îäíîêóáèòíûå îïåðàòîðû èç HU ⊗H∗U , äåéñòâóþò íà
ïåðâûé êóáèò ñîñòîÿíèÿ èç H1 ⊗ H2, òî ìû ïðîèçâîäèì
ñâåðòêó ïðîñòðàíñòâ H∗U ñ H1.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöó, êàê ïðåîáðàçîâàíèå
áàçèñà (êàê äåëàëîñü âûøå), òî ïðèìåíÿòü òàêèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ î÷åíü ïðîñòî:

Ïðèìåð 6.4 Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå

U =

(
u00 u01
u10 u11

)
ê ïåðâîìó êóáèòó ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 = c0|00〉+ c1|11〉.

Îïåðàòîð U ïåðåâîäèò |0〉 â u00|0〉 + u10|1〉, à |1〉 â
u01|0〉+ u11|1〉, òàêèì îáðàçîì

U |ψ〉 = c0(u00|0〉+ u10|1〉)|0〉+ c1(u01|0〉+ u11|1〉)|1〉 =

= c0u00|00〉+ c1u01|01〉+ c0u10|10〉+ c1u11|11〉.

Çàäà÷à 6.5 Ïîêàæèòå, ÷òî ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà U ê
ïåðâîé ÷àñòèöå äâóõ÷àñòè÷íîé ÷èñòåìû ýêâèâàëåíòíî
ïðèìåíåíèþ U ⊗ I êî âñåé ñèñòåìå.

Çàäà÷à 6.6 Ïðîâåäèòå âû÷èñëåíèÿ èç Ïðèìåðà 6.4 â
ìàòðè÷íîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé
çàäà÷è.

Çàäà÷à 6.7 Ñóùåñòâóåò ëè óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
êîòîðîå ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå |000〉 â 1√

2
(i|001〉+ |111〉), a

ñîñòîÿíèå 1
2
|000〉 +

√
3
2
|010〉 â 1√

2
(i|001〉 + |101〉)? Åñëè äà,

òî ïðèâåñòè ïðèìåð òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ èñïîëüçóþòñÿ:
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• áàçèñ Àäàìàðà: |0〉 = 1/
√
2(|0〉+ |1〉), |1〉 = 1/

√
2(|0〉−

|1〉);

• ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà:

H = 1/
√
2

(
1 1
1 −1

)
;

• Ïðåîáðàçîâàíèå Òîôôîëè:

T =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1


Çàäà÷à 6.8 Ïðèìåíèòü ê ïåðâîìó è âòîðîìó êóáèòàì
ñîñòîÿíèÿ 1√

3
(|000〉 + |001〉 + |111〉) ïðåîáðàçîâàíèå

Àäàìàðà, çàòåì ê ïåðâîìó è òðåòüåìó êóáèòàì
ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèìåíèòü äâóõêóáèòíîå óíèòàðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå U = {uij}.

Çàäà÷à 6.9 Çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà â áàçèñå
Àäàìàðà.

Çàäà÷à 6.10 çàïèñàòü ïðåîáðàçîâàíèå Òîôôîëè â
áàçèñå Àäàìàðà äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî êóáèòîâ, è â
âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå äëÿ òðåòüåãî êóáèòà.

Çàäà÷à 6.11 * Èìååòñÿ ìíîãîêóáèòíîå ñîñòîÿíèå

|ψ〉 =
1∑

i1,i2,...,in=0

ai1i2...in|i1i2 . . . in〉
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è óíèòàðíàÿ ìàòðèöà

Uk =

(
u00 u01
u10 u11

)
.

Ìàòðèöà Uk äåéñòâóåò íà k − êóáèò ñîñòîÿíèÿ |ψ〉,
ïðåîáðàçóÿ åãî â

|ϕ〉 =
1∑

i1,i2,...,in=0

bi1i2...in|i1i2 . . . in〉.

Âûðàçèòü àìïëèòóäû bi1i2...in êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç
àìïëèòóäû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è ýëåìåíòû ìàòðèöû
Uk.

Äîïîëíèòåëüíî:
à) Uk ðàçìåðà d × d äåéñòâóåò íà ìíîãîêóäèòíîå

ñîñòîÿíèå

|ψ〉 =
d∑

i1,i2,...,in=1

bi1i2...in|i1i2 . . . in〉;

á) Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ äâóõêóáèòíîé
ìàòðèöåé Uk,l íàä k-ì è l-ì êóáèòàìè.

7 Ôàçà

Ò.ê. ïðè èçìåðåíèÿõ èãðàþò ðîëü ìîäóëè êâàäðàòîâ
àìïëèòóä êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, à ïðåîáðàçîâàíèÿ
êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, ñîñòîÿíèÿ
îòëè÷àþùèåñÿ ëèøü íà îáùèé ôàçîâûé ìíîæèòåëü eiϕ

ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (ò.ê. íåò íèêàêîé ôèçè÷åñêîé
âîçìîæíîñòè îòëè÷èòü èõ äðóã îò äðóãà). Îäíàêî âàæíî
ïîìíèòü, ÷òî îòíîñèòåëüíûé ôàçîâûé ìíîæèòåëü èãðàåò
âàæíóþ ðîëü: íàïðèìåð, ñîñòîÿíèÿ áàçèñà Àäàìàðà
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1/
√
2(|0〉 + |1〉) è 1/

√
2(|0〉 − |1〉) ëåãêî îòëè÷èòü äðóã

îò äðóãà, ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà, à ïîòîì
èçìåðèâ â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå.

Çàäà÷à 7.1 Ñêîëüêèìè äåéñòâèòåëüíûìè ïàðàìåòðàìè
ìîæíî çàäàòü ñîñòîÿíèå êóáèòà? n êóáèòîâ? n êóäèòîâ
ðàçìåðíîñòè d?
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Ãëàâà 3

Èçìåðåíèÿ êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé

Âàæíûì ñâîéñòâîì êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî ìû íå ìîæåì óçíàòü àìïëèòóäû ñîñòîÿíèÿ.
Ìû ìîæåì ëèøü ïðîâîäèòü êâàíòîâûå èçìåðåíèÿ.
Ïðîñòåéøèé òèï èçìåðåíèé êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ
|ϕ〉 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàôèêñèðóåì
íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
ñîñòîÿíèé |ψ1〉, |ψ2〉, . . . , |ψn〉. Òîãäà èçìåðåíèå â ýòîì
áàçèñå � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè |ψi〉 è
âåðîÿòíîñòÿìè |〈ϕ|ψi〉|2. Ò.å. â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèÿ
ñîñòîÿíèå |ϕ〉 ïåðåéäåò â |ψi〉 (è ìû áóäåì çíàòü îá ýòîì)
ñ âåðîÿòíîñòüþ |〈ϕ|ψi〉|2. ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþò
èçìåðåíèÿ â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå: ïðè òàêîì
èçìåðåíèè èñõîäàìè áóäóò ñîñòîÿíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî
áàçèñà ñ âåðîÿòíîñòÿìè ðàâíûìè êâàäðàòó ìîäóëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäû.

Çàäà÷à 0.2 Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîöåññ èçìåðåíèÿ íå
ìîæåò áûòü îïèñàí óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìàëüíûå ïîäõîäû ê
îïèñàíèþ êâàíòîâûõ èçìåðåíèé. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì
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òðè òàêèõ ïîäõîäà: ïðîåêòèâíûå èçìåðåíèÿ, èçìåðåíèÿ
îáùåãî âèäà, POVM-èçìåðåíèÿ. Ýòè òèïû èçìåðåíèé
ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó.

1 Èçìåðåíèÿ îáùåãî âèäà

Èçìåðåíèÿ îáùåãî âèäà îïèñûâàþòñÿ íàáîðîì îïåðàòîðîâ
{Mm}. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà m ïðè
èçìåðåíèè ðàâíà

p(m) = 〈ψ|M∗
mMm|ψ〉.

Ïîñëå èçìåðåíèÿ ñèñòåìà ïåðåéäåò â

Mm|ψ〉√
p(m)

.

Çàïîìíèòü ýòè ôîðìóëû äîâîëüíî ëåãêî: ìû
ðàññìàòðèâàåì íåíîðìèðîâàííûé âåêòîð |m〉 = Mm|ψ〉.
Êâàäðàò íîðìû ýòîãî âåêòîðà 〈m|m〉 - âåðîÿòíîñòü, à åãî
íîðìèðîâàííûé âàðèàíò � ñîñòîÿíèå ïîñëå èçìåðåíèÿ.

Åäèíñòâåííûì óñëîâèåì, êîòîðîìó äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü îïåðàòîðû {Mm} ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
ïîëíîòû:

∑
m

M∗
mMm = I. Ñìûñë ýòîãî óñëîâèÿ çàêëþ÷åí

â ñëåäóþùåé çàäà÷å.

Çàäà÷à 1.1 Ïîêàæèòå, ÷òî
∑
m

p(m) = 1.

Çàäà÷à 1.2 Äàí êóáèò |ψ〉 = ao|0〉 + a1|1〉. Ïîêàæèòå,
÷òî îïåðàòîðû M0 = |0〉〈0| è M1 = |1〉〈1| îïèñûâàþò
îáû÷íîå èçìåðåíèå â âû÷èñëèòåëüíîì áàçèñå.

Çàäà÷à 1.3 Ïîêàæèòå, ÷òî äâà èçìåðåíèÿ îáùåãî
âèäà {Mm} è {Ll}., ïðîèçâîäèìûõ äðóã çà äðóãîì,
ýêâèâàëåíòíû îäíîìó èçìåðåíèþ {MmLl}.
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2 Ïðîåêòèâíûå (îðòîãîíàëüíûå)

èçìåðåíèÿ

Ðàññìîòðèì ýðìèòîâ îïåðàòîð M, íàçûâàåìûé
íàáëþäàåìîé. Ïóñòü M =

∑
m

mPm � åãî ñïåêòðàëüíîå

ðàçëîæåíèå. Pm � ïðîåêòîðû íà ñîáñòâåííûå
ïîäïðîñòðàíñòâà, m � ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

Ïðè èçìåðåíèè ìû c âåðîÿòíîñòüþ p(m) = 〈ψ|Pm|ψ〉
ïîëó÷èì ñîñòîÿíèå Pm|ψ〉√

p(m)
.

Çàäà÷à 2.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíûå èçìåðåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì èçìåðåíèé îáùåãî âèäà.

Çàäà÷à 2.2 Ïîêàæèòå, ÷òî ïîâòîðåíèå ïðîåêòèâíîãî
èçìåðåíèÿ íå ìåíÿåò ñîñòîÿíèå.

Çàäà÷à 2.3 Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðîåêòèâíîãî
èçìåðåíèÿ.

3 Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðîåêòèâíûõ è

îáùèõ èçìåðåíèé

Íà ñàìîì äåëå ïðîåêòèâíûå è îðòîãîíàëüíûå
èçìåðåíèÿ ñâîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó äîáàâëåíèåì àíöèëëû
(äîïîëíèòåëüíîãî êóäèòà) è çàïóòûâàþùèìè óíèòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Çàäà÷à 3.1 Ïîêàçàòü, ÷òî ñõåìà äîáàâëåíèå àíöèëëû ê
ñèñòåìå→ ñîâìåñòíîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå àíöèëëû
è ñèñòåìû → îðòîãîíàëüíîå èçìåðåíèå àíöèëëû ìîæåò
áûòü îïèñàíî îáùèì (íåîðòîãîíàëüíûì) èçìåðåíèåì
ñèñòåìû.[4]
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Çàäà÷à 3.2 Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîå èçìåðåíèå îáùåãî âèäà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ñõåìîé äîáàâëåíèå àíöèëëû ê
ñèñòåìå→ ñîâìåñòíîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå àíöèëëû
è ñèñòåìû → îðòîãîíàëüíîå èçìåðåíèå àíöèëëû.[4]
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Ãëàâà 4

Ìàòðèöû ïëîòíîñòè

1 Ìàòðèöà ïëîòíîñòè êàê àíñàìáëü

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé

Ïóñòü êâàíòîâàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç êâàíòîâûõ
ñîñòîÿíèé |ψi〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ pi. Òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò
àíñàìáëåì èëè ñìåñüþ ÷èñòûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé.

Ìàòðèöåé (èëè îïåðàòîðîì) ïëîòíîñòè òàêîé ñìåñè
íàçûâàþò:

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|.

Çàäà÷à 1.1 Åñëè ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâó H, òî êàêîìó ïðîñòðàíñòâó áóäåò
ïðèíàäëåæàòü îïåðàòîð ïëîòíîñòè, îïèñûâàþùèé èõ
ñìåñü? Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà?

Çàäà÷à 1.2 Ïóñòü èìååòñÿ ñìåñü ñîñòîÿíèé |0〉 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/3 è 1/

√
2(|0〉 + |1〉) ñ âåðîÿòíîñòüþ 2/3

çàïèøèòå ìàòðèöó ïëîòíîñòè ýòîé ñìåñè.
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Çàäà÷à 1.3 Ïóñòü èìååòñÿ ñìåñü ñîñòîÿíèé |00〉 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/3 è 1/

√
2(|00〉+|11〉) ñ âåðîÿòíîñòüþ 2/3

çàïèøèòå ìàòðèöó ïëîòíîñòè ýòîé ñìåñè.

Çàäà÷à 1.4 Äîêàæèòå ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:

Ñâîéñòâî 1.5 Îïåðàòîð ïëîòíîñòè èìååò åäèíè÷íûé
ñëåä.

Ñâîéñòâî 1.6 Îïåðàòîð ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûì.

Çàäà÷à 1.7 Äîêàæèòå, ÷òî ñìåñü ñîñòîÿíèé ρi ñ
âåðîÿòíîñòÿìè pi ìîæíî îïèñàòü ìàòðèöåé ïëîòíîñòè∑
i

piρi.

Çàäà÷à 1.8 Ïóñòü âñÿ ñèñòåìà ìåíÿåòñÿ ïîä
äåéñòâèåì íåêîòîðîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà U, òîãäà ρ
ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ
U−→ UρU∗.

Çàäà÷à 1.9 Äîêàçàòü, ÷òî ïðè èçìåðåíèè ρ,
îïèñûâàåìîì îïåðàòîðàìè {Mm}, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü
èñõîä m áóäåò

p(m) = tr(M∗M),

à ñîñòîÿíèå ïåðåéäåò â

ρm =
MmρM

∗
m

p(m)
.

Çàäà÷à 1.10 Åäèíñòâåííî ëè ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû
ïëîòíîñòè â âèäå âçâåøåííîé ñóììû ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé?
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2 ×èñòûå è ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ

Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì,
íàçûâàþòñÿ ÷èñòûìè, îñòàëüíûå � ñìåøàííûìè. Ò.å.
ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå |ψ〉〈ψ| - ÿâëÿåòñÿ
÷èñòîé.

Çàìå÷àíèå 2.1 Èíîãäà ïîä òåðìèíîì ¾ñìåøàííûå
ñîñòîÿíèÿ¿ ïîäðàçóìåâàþò ìàòðèöû ïëîòíîñòè (êàê
÷èñòûå, òàê è ñìåøàííûå), â ïðîòèâîâåñ âåêòîðàì
ñîñòîÿíèé - ÷èñòûì ñîñòîÿíèÿì. Îáû÷íî èç êîíòåêñòà
ÿñíî, êàêîå èç çíà÷åíèé òåðìèíà èìååòñÿ ââèäó.

Óêàçàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷ äàííîãî
ïàðàãðàôà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå
ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

Çàäà÷à 2.2 Äîêàçàòü, ÷òî Tr(ρ2) ≤ 1.

Çàäà÷à 2.3 Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ïðî ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ ýêâèâàëåíòíû (êðèòåðèè
÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ):

à) ρ � ÷èñòàÿ;
á) rank(ρ) = 1;
â) ρ2 = ρ;
ã) Tr(ρ2) = 1.

Çàäà÷à 2.4 Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö
ïëîòíîñòè âûïóêëî è åãî ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè
ÿâëÿþòñÿ ÷èñòûå ñîñòîÿíèÿ.
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Ãëàâà 5

Ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà

ïëîòíîñòè

Âàæíûì ïðèìåíåíèåì ìàòðèö ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ïðè ïîìîùè íèõ ìîæíî îïèñûâàòü ñîñòîÿíèÿ ïîäñèñòåì
ñîñòàâíûõ (ìíîãî÷àñòè÷íûõ) êâàíòîâûõ ñèñòåì, ÷òî
íåâîçìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé.

Äëÿ íà÷àëà íàì íåîáõîäèìî äàòü ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîãî
ñëåäà îïåðàòîðà.

1 ×àñòè÷íûé ñëåä

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ ∈ H ⊗ H∗. Âñïîìíèì,
÷òî ñëåä ìàòðèöû � ýòî ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, è
êàê õîðîøî èçâåñòíî, ñëåä íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.
Ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåä ïîëüçóÿñü âû÷èñëèòåëüíûì
áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà H :

Tr(ρ) =
∑
i

〈i|ρ|i〉.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâóõ÷àñòè÷íûå ñîñòîÿíèÿ. ×èñòûå
âåêòîðà-ñîñòîÿíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó HA ⊗ HB,
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à ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, HA ⊗ HB ⊗ H∗A ⊗
H∗B. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρAB ∈ HA ⊗ HB ⊗
H∗A ⊗ H∗B. {|i〉A} è {|i〉B} � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ HA è HB

ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåä ρAB, ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò ðàâåí:

Tr(ρAB) =
∑
ij

〈j|B〈i|AρAB|i〉A|j〉B.

Èñïîëüçóÿ äâóõ÷àñòè÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèöû ìîæíî
ââåñòè ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîãî ñëåäà.

Îïðåäåëåíèå 1.1 ×àñòè÷íûì ñëåäîì ìàòðèöû ρ ïî
ïðîñòðàíñòâó HA íàçûâàåòñÿ

TrA(ρAB) =
∑
i

〈i|AρAB|i〉A.

Ìàòðèöû ρB = TrA(ρAB) è ρA = TrB(ρAB)
íàçûâàþòñÿ ðåäóöèðîâàííûìè ìàòðèöàìè ïëîòíîñòè
ìàòðèöû ρAB.

Çàìå÷àíèå 1.2 Îïåðàöèÿ ÷àñòè÷íîãî îïðåäåëåíà,
êîíå÷íî æå, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö, à íå òîëüêî
ìàòðèö ïëîòíîñòè.

Çàäà÷à 1.3 Óáåäèòåñü, ÷òî ρA ∈ HA, ρB ∈ HB.

2 Âû÷èñëåíèå ÷àñòè÷íîãî ñëåäà

ìàòðèöû.

Ðàññìîòðèì òðè ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ñëåäà
ìàòðèöû.

1. Åñëè ìàòðèöó óäîáíåå çàïèñûâàòü â äèðàêîâñêèõ
îáîçíà÷åíèÿõ, òî âû÷èñëÿòü ðåäóöèðîâàííóþ ìàòðèöó
ïëîòíîñòè óäîáíåå ïî îïðåäåëåíèþ.
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Ïðèìåð 2.1 Ïóñòü HA è HB � 20-ìåðíûå ãèëüáåðòîâû
ïðîñòðàíñòâà ñ âû÷èñëèòåëüíûì áàçèñîì |1〉, . . . , |20〉.
Ïóñòü äàíà ìàòðèöà (íå ÿâëÿþùàÿñÿ ìàòðèöåé
ïëîòíîñòè) M = |3〉A|5〉B〈3|A〈6|B + 2|7〉A|8〉B|7〉A|11〉B.

Ïîäñòàâèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â çàïèñè ìàòðèöû â
îïðåäåëåíèå TrA, ïîëó÷èì:

5∑
i=1

〈i|A|3〉A|5〉B〈3|A〈6|B|i〉A.

Íåíóëåâûì áóäåò òîëüêî 3-é ÷ëåí ñóììû
〈3|A|3〉A|5〉B〈3|A〈6|B|3〉A = |5〉B〈6|B. Âî âòîðîì ñëàãàåìîì
îñòàíåòñÿ òîëüêî |7〉B〈11|B.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èì TrA(M) = |5〉B〈6|B +
2|8〉B〈11|B. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëèâ, ïîëó÷èì TrB(M) = 0.

Çàäà÷à 2.2 Âû÷èñëèòü ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòè÷íûå ñëåäû
äëÿ ìàòðèöû:

ρ = |1〉A|2〉B〈1|A〈3|B + 5|2〉A|8〉B|4〉A|8〉B + 3|2〉A|2〉B|2〉A|3〉B
Òàêîé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü ôîðìóëîé:

ïóñòü èìååòñÿ ìàòðèöàM =
∑
i,j,k,l

aijkl|i〉A|j〉B〈k|A〈l|B, òîãäà

TrA(M) =
∑
i,j,l

aijil|j〉B〈l|B.

2. Âòîðîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïåðâîãî, íî â
ñëó÷àå ìàòðè÷íîé çàïèñè. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè
äâóõêóáèòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Îáùèé âèä òàêîé ìàòðèöû

áóäåò M =
1∑

i,j,k,l=0

aijkl|i〉A|j〉B〈k|A〈l|B, ÷òî â ìàòðè÷íîé

çàïèñè áóäåò 
a0000 a0001 a0010 a0011
a0100 a0101 a0110 a0111
a1000 a1001 a1010 a1011
a1100 a1101 a1110 a1111

 .

40



Ðàññìîòðèì TrB. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñóììå ÷àñòè÷íîãî
ñëåäà áóäåò

〈0|AM |0〉A
� ýòî ïîäìàòðèöà, ãäå â èíäåêñàõ íà ïåðâîì è òðåòüåì
ìåñòàõ ñòîèò 0 - ò.å. áëîê 2× 2(

a0000 a0001
a0100 a0101

)
,

ñòîÿùèé â âåðõíåì ëåâîì óãëó íà äèàãîíàëè.
Àíàëîãè÷íî

〈1|AM |1〉A
� áëîê ñòîÿùèé íèæå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ñëîæèâ ýòè
áëîêè, ïîëó÷èì:

TrA(M) =

(
a0000 + a1010 a0001 + a1011
a0100 + a1110 a0101 + a1111

)
Çàäà÷à 2.3 Àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì âû÷èñëèòå TrB(M).

Çàäà÷à 2.4 *Êàê ïðèìåíÿòü òàêîé ìåòîä äëÿ áîëüøèõ
ðàçìåðíîñòåé? Äëÿ òðåõ÷àñòè÷íûõ (ìíîãî÷àñòè÷íûõ)
ñèñòåì, êîãäà ìû õîòèì âçÿòü ÷àñòè÷íûé ñëåä ïî êàêîé-
ëèáî ÷àñòèöå? Ïî äâóì ÷àñòèöàì?

3. Òðåòèé ìåòîä ïîäõîäèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðåäóöèðîâàííûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè ÷èñòûõ
äâóõ÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü äàíî ÷èñòîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå |ψ〉 ∈
HA ⊗ HB, è íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ðåäóöèðîâàííóþ
ìàòðèöó ïëîòíîñòè âòîðîãî êóáèòà (ò.å. ÷àñòè÷íûé ñëåä
ïî ïåðâîìó êóáèòó). Òàêîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå |ψ〉 =

∑
i

ai|i〉|ψi〉, ãäå |ψi〉 ∈ HB � íîðìèðîâàííûå

ñîñòîÿíèÿ âòîðîãî êóáèòà, âîçìîæíî íåîðòîãîíàëüíûå.
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Çàäà÷à 2.5 Äîêàæèòå, ÷òî ρB = TrA(|ψ〉〈ψ|) =∑
i

|ai|2|ψi〉〈ψi|.

Çàìå÷àíèå 2.6 Â äàííîì ìåòîäå ñîñòîÿíèÿ |ψi〉 ìîæíî
è íå íîðìèðîâàòü.

3 Ïîäñèñòåìû êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé

Ðàññìîòðèì çàïóòàííîå äâóõêóáèòíîå ñîñòîÿíèå
|ψ〉 = 1/

√
2(|0〉1|0〉2 + |1〉1|1〉2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû

ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïåðâûé êóáèò äàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Ìîæåò ëè îí áûòü îïèñàí âåêòîðîì? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
îòðèöàòåëüíûé.

Çàäà÷à 3.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðâûé êóáèò ñîñòîÿíèÿ
|ψ〉 = 1/

√
2(|0〉1|0〉2 + |1〉1|1〉2) íå ìîæåò áûòü îïèñàí

âåêòîðîì.
Óêàçàíèå. Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü èçìåðåíèÿ

ïåðâîãî êóáèòà â ðàçëè÷íûõ áàçèñàõ. Òàêèå èçìåðåíèÿ
îïèñûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè âèäà M0 = |0̃1〉〈0̃1|,M1 =
|1̃1〉〈1̃1|. Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî òàêèõ
èçìåðåíèé è âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè
äëÿ ñîñòîÿíèÿ |ψ〉. Ïîñëå ÷åãî ïîêàçàòü, ÷òî íè îäèí
îäíîêóáèòíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íå ìîæåò äàâàòü
òàêèõ âåðîÿòíîñòåé.

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðà ñîñòîÿíèé
íå ïîäõîäÿò äëÿ îïèñàíèÿ ïîäñèñòåì çàïóòàííûõ
êâàíòîâûõ ñèñòåì. Îáúåêòîì, êîòîðûé îïèñûâàåò òàêèå
ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè.

Çàäà÷à 3.2 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíîå èçìåðåíèå
ïåðâîãî êóáèòà äàåò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû
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äëÿ ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 = 1/
√
2(|0〉1|0〉2 + |1〉1|1〉2) è

ρA = TrB(|ψ〉〈ψ|).

Çàäà÷à 3.3 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíîå èçìåðåíèå
ïåðâîãî êóäèòà äàåò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñòîãî äâóõ÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ
|ψ〉 ∈ HA ⊗HB è ρA = TrB(|ψ〉〈ψ|) ∈ HA ⊗H∗A.

Çàäà÷à 3.4 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíîå èçìåðåíèå
ïåðâîãî êóäèòà äàåò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû äëÿ
ïðîèçâîëüíîé äâóõ÷àñòè÷íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè
ρ ∈ HA ⊗HB ⊗H∗A ⊗H∗B è ρA = TrB(ρ) ∈ HA ⊗H∗A.

Çàäà÷à 3.5 ** Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàòîð ÷àñòè÷íîãî
ñëåäà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îïåðàòîðîì, ïðèâîäÿùèé
ê ïðàâèëüíîìó îïèñàíèþ íàáëþäàåìûõ ïîäñèñòåìû
ñîñòàâíîé ñèñòåìû [4]

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èìååòñÿ ñîñòàâíàÿ ñèñòåìà
(÷èñòàÿ èëè ñìåøàííàÿ), èìåþùàÿ ìàòðèöó ïëîòíîñòè
ρ ∈ HA ⊗ HB ⊗ H∗A ⊗ H∗B, òî åå ïîäñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåäóöèðîâàííûìè ìàòðèöàìè
ïëîòíîñòè.
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Ãëàâà 6

Äâóõ÷àñòè÷íàÿ

çàïóòàííîñòü êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé

1 Êðèòåðèé çàïóòàííîñòè

Ïóñòü èìååòñÿ ÷èñòîå äâóõ÷àñòè÷íîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå
â ïðîñòðàíñòâå HA ⊗ HB, dA = dim(HA), dA = dim(HA),
d = min(dA, dB).

|ψ〉 =
dA∑
i=1

dB∑
j=1

aij|i〉A|j〉B. (6.1)

Íàïîìíèì, ÷òî íåçàïóòàííûì íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå,
ïðåäñòàâèìîå â âèäå |ψ〉 = |ψ〉A ⊗ |ψ〉B (ñîîòâåòñòâåííî,
âñå îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ çàïóòàííûìè)

Çàäà÷à 1.1 Äîêàæèòå, ÷òî äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå
ÿâëÿåòñÿ çàïóòàííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóþò óíèòàðíûå ìàòðèöû UA è UB òàêèå, ÷òî
UA ⊗ UB|ψ〉 = |00〉.
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Êàê ìîæíî óçíàòü, çàïóòàííî ëè êàêîå-ëèáî êâàíòîâîå
ñîñòîÿíèå èëè íåò? Îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé çàäà÷å.

Çàäà÷à 1.2 *Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå 6.1 è ìàòðèöó A =
{aij}, ñîñòàâëåííóþ èç àìïëèòóä ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.
Äîêàçàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå |ψ〉 çàïóòàíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà rank(A) > 1.

Óêàçàíèå. Åñëè ðàíã ìàòðèöû ðàâåí åäèíèöå, çíà÷èò âñå
åå ñòîëáöû (ñòðîêè) ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó.

Çàäà÷à 1.3 Çàïóòàíî ëè ñîñòîÿíèå |ϕ〉 = 1/
√
2(|00〉 +

|11〉)?

Ðåøåíèå. Ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîìó ñîñòîÿíèþ
áóäåò

A =

(
1/
√
2 0

0 1/
√
2

)
rank(A) = 2, çíà÷èò ñîñòîÿíèå çàïóòàíî.

Çàäà÷à 1.4 Êîãäà áóäåò çàïóòàíî äâóõêóáèòíîå
ñîñòîÿíèå |ϕ〉 = a|00〉+ b|01〉+ c|10〉+ d|11〉?

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâóõ÷àñòè÷íóþ çàïóòàííîñòü
ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîäñèñòåìàìè ìíîãî÷àñòè÷íîé
ñèñòåìû (ò.å. ðàçëè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà
ïðîñòðàíñòâ êóäèòîâ íà äâà ïîäïðîñòðàíñòâà). Íàïðèìåð

äëÿ òðåõêóáèòíîé ñèñòåìû |ϕ〉 =
1∑

i1,i2,i3=0

ai1i2i3 |i1i2i3〉
ìîæíî ðàññìîòðåòü òðè ðàçëè÷íûõ äâóõ÷àñòè÷íûõ
çàïóòàííîñòè: ìåæäó 1 è (2 è 3) êóáèòàìè; (1 è 2) è 3
êóáèòîì; 2 è (1 è 3) êóáèòàìè. Äëÿ ïðîâåðêè çàïóòàííîñòè
ìåæäó 2 è (1 è 3) êóáèòàìè íóæíî âû÷èñëèòü ðàíã
ìàòðèöû (

a000 a001 a100 a101
a010 a011 a110 a111

)
.
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Çàäà÷à 1.5 Âûïèøèòå ìàòðèöû äëÿ ïðîâåðêè
çàïóòàííîñòè ìåæäó: à) 1 è (2 è 3) êóáèòàìè; á)
(1 è 2) è 3 êóáèòîì;

Çàäà÷à 1.6 Ïóñòü èìååòñÿ n � êóäèòíàÿ ñèñòåìà
(êàæäûé êóäèò ðàçìåðíîñòè d). à) Êàêîãî ðàçìåðà
áóäåò ìàòðèöà äëÿ ïðîâåðêè çàïóòàííîñòè ìåæäó
ïðîèçâîëüíûìè k è l (k + l = n) êóäèòàìè? á) Ñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèé òàêîé ñèñòåìû íà äâå ïîäñèñòåìû?

Çàäà÷à 1.7 Èññëåäîâàòü íà çàïóòàííîñòü îáîáùåííîå
GHZ ñîñòîÿíèå

|GHZ〉 = a0|000〉+ a1|111〉, |a0|2 + |a1|2 = 1.

Ðåøåíèå. Èññëåäîâàòü íà çàïóòàííîñòü îçíà÷àåò óçíàòü,
ïî êàêèì ðàçáèåíèÿì íà äâà ïîäïðîñòðàíñòâà çàïóòàíà
ñèñòåìà. Äëÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ âñå òðè ìàòðèöû
ïðîâåðêè íà çàïóòàííîñòü c òî÷íîñòüþ äî ïåðñòàíîâêè
ñòîëáöîâ è òðàíñïîíèðîâàíèÿ áóäóò ðàâíû(

a0 0 0 0
0 a1 0 0

)
.

À çíà÷èò ýòî ñîñòîÿíèå çàïóòàíî ïî âñåì
ïîäïðîñòðàíñòâàì (ïîëíîñòüþ çàïóòàííî), åñëè
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a0a1 > 0 è ïîëíîñòüþ íåçàïóòàííî,
åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Çàäà÷à 1.8 Èññëåäîâàòü íà çàïóòàííîñòü îáîáùåííîå
W ñîñòîÿíèå

|W 〉 = a0|001〉+ a1|010〉+ a2|001〉, |a0|2 + |a1|2 + |a2|2 = 1.

Çàäà÷à 1.9 Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü íà çàïóòàííîñòü
ñîñòîÿíèå (â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ a 6= 0, b 6=
0, c 6= 0, d 6= 0)

1

|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2
(a|000〉+ b|010〉+ c|101〉+ d|111〉).
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Çàäà÷à 1.10 Èññëåäîâàòü íà çàïóòàííîñòü n-êóáèòíîå
ñîñòîÿíèå

|ψ〉 = 1/
√
2n

1∑
i1,i2,...,in=0

|i1i2 . . . in〉.

Çàäà÷à 1.11 Ðàññìîòðèì n-êóáèòíîå íåíîðìèðîâàííîå
ñîñòîÿíèå

|ψ〉 =
2n∑
i=0

1

2i
|i〉.

Íîðìèðîâàòü ñîñòîÿíèå è èññëåäîâàòü åãî íà
çàïóòàííîñòü.

2 Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö

Âàæíóþ ðîëü äëÿ çàïóòàííîñòè äâó÷õàñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé
èãðàåò ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö (èëè SVD-
ðàçëîæåíèå, îò Singular Value Decomposition)

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A
ðàçìåðà m× n ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

A = U · S · V ∗,

ãäå U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, V � óíèòàðíàÿ
ìàòðèöà ïîðÿäêà n, S � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà m × n
c íåîòðèöàòåëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè
{s1, s2, . . . , sn} íà äèàãîíàëè (ýòè ÷èñëà íàçûâàþò
ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A). Ïðè÷åì íàáîð ýòèõ
÷èñåë îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé A.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Ñòîëáöû ìàòðèöû U(V ) íàçûâàþòñÿ
ëåâûìè (ïðàâûìè) ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A.
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Çàìå÷àíèå 2.3 Îáû÷íî ïðèíÿòî çàïèñûâàòü
äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû {s1, s2, . . . , sn} ìàòðèöû S â
ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ, òîãäà è ìàòðèöà S îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå îáëàäàåò ìíîæåñòâîì
ïîëåçíûõ ñâîéñòâ:

Çàäà÷à 2.4 ×èñëî íåíóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë
ìàòðèöû ðàâíî åå ðàíãó:

dim(si : si > 0) = rank(A).

Çàäà÷à 2.5 Ïîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû A∗A ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè ñèíãóëÿðíûõ
÷èñåë ìàòðèöû A. Êàêîâû áóäóò ñîáñòâåííûå âåêòîðà
ìàòðèöû A∗A?

Ñâîéñòâî 2.6 Ïóñòü s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sn. Ðàññìîòðèì
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó S ′k ðàçìåðà m×n ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè {s1, s2, . . . , sk, 0, 0, . . . , 0}, ãäå k < n. Òîãäà
ìàòðèöà Ak = US ′KV

∗ áóäåò íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì
ìàòðèöû A ñðåäè âñåõ ìàòðèö ðàíãà k â ñìûñëå
ìàòðè÷íîé íîðìû ||.||2.

Äîêàçàòåëüñòâî 2.7 Ò.ê. ìàòðèöà A − Ak = US ′′V ∗,
ãäå S ′′ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ñ ýëåìåíòàìè
{0, . . . , 0, sk+1, . . . , sn}, òî ||A − Ak||2 = sk+1. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó K ðàíãà k. ßäðî ýòîé ìàòðèöû
èìååò ðàçìåðíîñòü n − k, à ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ñòðîê v1, v2, . . . , vk+1 ìàòðèöû V ðàâíà k + 1.
Ò.ê. (n − k) + (k + 1) > n, óêàçàííûå ïîäïðîñòðàíñòâà
èìåþò íåòðèâèàëüíîå ïåðåñå÷åíèå, è äëÿ íîðìèðîâàííîãî
âåêòîðà h èç ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ

||A−K||22 ≥ ||(A−K)h||22 = ||Ah||22 =

= ||USV ∗h||22 = ||S(V ∗h)||22 ≥ s2k+1||V ∗h||22 = s2k+1.
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Ïðèâåäåííîå âûøå ñâîéñòâî (àïïðîêñèìàöèÿ
ìàòðèöàìè ìåíüøèõ ðàíãîâ) ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì
è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ
ìíîãîèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷: ñæàòèå èçîáðàæåíèé,
ëàòåíòíûé ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç, ëàòåíòíûé
ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèç (ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèâàòü
òåêñòîâûå äîêóìåíòû íå ïðîñòî ïî ñòàòèñòèêå âõîæäåíèÿ
ñëîâ, íî è ïî ñåìàíòèêå; àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â òåêñòîâûõ
ïîèñêîâûõ ñèñòåìàõ), àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ è
äð.

3 Ðàçëîæåíèå Øìèäòà

Ïóñòü èìååòñÿ ÷èñòîå äâóõ÷àñòè÷íîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå
â ïðîñòðàíñòâå HA ⊗ HB, dA = dim(HA), dA = dim(HA),
d = min(dA, dB).

|ψ〉 =
dA∑
i=1

dB∑
j=1

aij|i〉A|j〉B.

Êàê ìû çíàåì, êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ñâîåìó ñîïðÿæåíèþ, è ìû
ìîæåì ðàññìàòðèâàòü îäíî âìåñòî äðóãîãî. Çàìåíèì
ïðîñòðàíñòâî HB íà H∗B.

Çàäà÷à 3.1 Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî HA ⊗ HB

èçîìîðôíî HA ⊗H∗B.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïåðåøëè ê ïðîñòðàíñòâó HA ⊗H∗B.
Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèå |ψ〉 ïåðåéäåò â

dA∑
i=1

dB∑
j=1

aij|i〉A〈j|B.
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Ýòî áóäåò ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç HB â
HA, ñ ìàòðèöåé M = {aij}. Ðàññìîòðèì SVD-ðàçëîæåíèå
ýòîé ìàòðèöû:

M = USV ∗ = U
( d∑
i=1

si|i〉A〈i|B
)
V ∗ =

d∑
i=1

si |̃i〉A〈̃i|B,

ãäå ĩA � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà HA â êîòîðîé ïåðåéäåò áàçèñ
iA ïîä äåéñòâèåì ìàòðèöû U, à ĩB � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
HB â êîòîðîé ïåðåéäåò áàçèñ iB ïîä äåéñòâèåì ìàòðèöû
V.

Âîçâðàùàÿñü ê ïðîñòðàíñòâó HA ⊗HB, ïîëó÷èì:

|ψ〉 =
d∑
i=1

si |̃i〉A |̃i〉B.

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõ÷àñòè÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé
è íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì Øìèäòà. Ñôîðìóëèðóåì åãî â
âèäå òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.2 Èìååòñÿ ÷èñòîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå
â ïðîñòðàíñòâå HA ⊗HB :

|ψ〉 =
dim(HA)∑
i=1

dim(HB)∑
j=1

aij|i〉A|j〉B,

dim(HA)∑
i=1

dim(HB)∑
j=1

|aij|2 = 1.

Òîãäà ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû ĩA è ĩB
ïðîñòðàíñòâ HA è HB ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî

|ψ〉 =
d∑
i=1

λi |̃i〉A |̃i〉B,
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ãäå d = min(dim(HA), dim(HB)), λi ∈ R, λi ≥ 0,
d∑
i=1

λ2i = 1.

Äåéñòâèòåëüíûå àìïëèòóäû λi íàçûâàþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè Øìèäòà, à ÷èñëî íåíóëåâûõ
êîýôôèöèåíòîâ Øìèäòà � ðàíãîì Øìèäòà ñîñòîÿíèÿ.

Çàäà÷à 3.3 ×èñòîå äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå çàïóòàíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ðàíã Øìèäòà áîëüøå
åäèíèöû.

Ðàíã Øìèäòà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ìåðîé çàïóòàííîñòè
äâóõ÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Ò.å. ÷åì áîëüøå ðàíã Øìèäòà,
òåì ñèëüíåå çàïóòàíî ñîñòîÿíèå. Òåîðèÿ ìåð êâàíòîâîé
çàïóòàííîñòè âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé êíèãè è ìû íå
áóäåì ðàçáèðàòü ïîäðîáíî ýòî óòâåðæäåíèå.

4 Ðàçëîæåíèå Øìèäòà è

ðåäóöèðîâàííûå ìàòðèöû

ïëîòíîñòè

Ðàçëîæåíèå Øìèäòà òåñíî ñâÿçàíî ñî ñïåêòðîì
ðåäóöèðîâàííûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ. Êðîìå
òîãî, áëàãîäàðÿ ðàçëîæåíèþØìèäòà, ëåãêî óâèäåòü ñâÿçü
äâóõ ìàòðèö ïëîòíîñòè ïîäñèñòåì îäíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñíîâà çàïèøåì äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå â âèäå
ðàçëîæåíèÿ Øìèäòà:

|ψ〉 =
d∑
i=1

λi |̃i〉A |̃i〉B.

Çàäà÷à 4.1 Âû÷èñëèòå ðåäóöèðîâàííûå ìàòðèöû
ïëîòíîñòè ρA = TrB(|ψ〉〈ψ|) è ρB = TrB(|ψ〉〈ψ|).
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Çàäà÷à 4.2 Óáåäèòåñü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ìàòðèö ρA è ρB ñîâïàäàþò è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
êâàäðàòû êîýôôèöèåíòîâ Øìèäòà.

Çàäà÷à 4.3 Óáåäèòåñü, ÷òî |̃i〉A è |̃i〉B ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ρA è ρB ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäñòâèåì ïðèâåäåííûõ âûøå ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ
âàæíàÿ ñâÿçü ïîíÿòèé ÷èñòîòû è íåçàïóòàííîñòè:

Çàäà÷à 4.4 Äîêàæèòå, ÷òî äâóõ÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå
íåçàïóòàíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû
ïëîòíîñòè åãî ïîäñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ÷èñòûìè.

Êðîìå òîãî, ïðèâåäåííûå âûøå ñâîéñòâà
äàþò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Øìèäòà
äâóõ÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 áåç èñïîëüçîâàíèÿ SVD-
ðàçëîæåíèÿ:

1. Âû÷èñëèòü ðåäóöèðîâàííûå ìàòðèöû ïëîòíîñòè
ρA = TrB(|ψ〉〈ψ|) è ρB = TrB(|ψ〉〈ψ|).

2. Íàéòè îáùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ai è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðà |̃i〉A è

|̃i〉B ìàòðèö ρA è ρB.

3. Ðàçëîæåíèå Øìèäòà áóäåò èìåòü âèä:

|ψ〉 =
d∑
i=1

√
ai |̃i〉A |̃i〉B.

Çàäà÷à 4.5 Íàéòè ðàçëîæåíèå Øìèäòà ñîñòîÿíèÿ
1/5
√
2(5|00〉+ 3|10〉 − 4|11〉).
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Çàäà÷à 4.6 *(Ðàñøèðåíèå ñîñòîÿíèÿ äî ÷èñòîãî)
Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ
ρA ∈ HA⊗H∗A íàéäåòñÿ ÷èñòîå ñîñòîÿíèå |ψ〉 ∈ HA⊗HB,
òàêîå, ÷òî ρA ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì åãî ïîäñèñòåìû,
ò.å. ρA = TrB(|ψ〉〈ψ|).

Óêàçàíèå. Èñïîëüçîâàòü ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ Øìèäòà
÷èñòîãî çàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñî ñïåêòðîì åãî
ñìåøàííûõ ðåäóöèðîâàííûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè.

Çàäà÷à 4.7 *Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà HB èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è?

Çàìå÷àíèå 4.8 Êàê è â ñëó÷àå ñ àíàëèçîì
äâóõ÷àñòè÷íîé çàïóòàííîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
ðàçëîæåíèå Øìèäòà ìíîãî÷àñòè÷íîé ñèñòåìû ïî äâóì
ïîäñèñòåìàì (ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà ÷àñòèö íà äâà).

Çàäà÷à 4.9 ** Íà ïðèìåðå ñîñòîÿíèÿ |W 〉 =
1/
√
3(|100〉 + |010〉 + |001〉) ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ òðåõ

êóáèòîâ íå ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèÿ Øìèäòà, ò.å.
|W 〉 6= λ0|0̃0̃0̃〉 + λ1|1̃1̃1̃〉. Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, íå
ñóùåñòâóåò óíèòàðíûõ ìàòðèö U1, U2, U3, òàêèõ, ÷òî
U1 ⊗ U2 ⊗ U3|W 〉 = λ0|000〉+ λ1|111〉.

Óêàçàíèå. Ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå Øìèäòà äëÿ
ïåðâîãî êóáèòà è äâóõ îñòàâøèõñÿ. Èñïîëüçîâàòü åãî
åäèíñòâåííîñòü.

5 Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà

Äëÿ ìàòðèö ïëîòíîñòè âàæíóþ ðîëü èãðàåò àíàëîã
êëàññè÷åñêîé ýíòðîïèè Øåííîíà - ýíòðîïèÿ ôîí
Íåéìàíà:
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HvN(ρ) = −tr(ρ log ρ).
Êàê è â ñëó÷àå ýíòðîïèè Øåííîíà, îñíîâàíèå ëîãàðèôìà
íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè.

Çàäà÷à 5.1 Êàê âû÷èñëÿòü ýíòðîïèþ ôîí Íåéìàíà?

Óêàçàíèå. Âñïîìíèòü, êàê âû÷èñëÿòü ìàòðè÷íûå ôóíêöèè
îò ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

Çàäà÷à 5.2 Âû÷èñëèòü ýíòðîïèþ ôîí Íåéìàíà
ìàòðèöû ïëîòíîñòè

ρ =

(
2/3 1/3
1/3 1/3

)
Çàäà÷à 5.3 Äîêàçàòü, ÷òî ýíòðîïèè ôîí Íåéìàíà
ìàòðèö ïëîòíîñòè ïîäñèñòåì ÷èñòîãî äâóõ÷àñòè÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò.

Ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à äàåò âîçìîæíîñòü ââåñòè
ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 5.4 Ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà ïîäñèñòåì
÷èñòîãî äâóõ÷àñòè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ íàçûâàåòñÿ åãî
ðåäóöèðîâàííîé ýíòðîïèåé ôîí Íåéìàíà.

Çàäà÷à 5.5 Äîêàçàòü, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ
ôîí Íåéìàíà ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàåò ñ ýíòðîïèåé Øåííîíà
êâàäðàòîâ åãî êîýôôèöèåíòîâ Øìèäòà.

Çàäà÷à 5.6 Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè
ÿâëÿåòñÿ ÷èñòîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
HvN(ρ) = 0. Èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äâóõ÷àñòè÷íîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ íåçàïóòàííûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî ðåäóöèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà
ðàâíà íóëþ.

54



Çàìå÷àíèå 5.7 Ðåäóöèðîâàííàÿ ýíòðîïèÿ ôîí
Íåéìàíà, êàê è ðàíã Øìèäòà, ìîæåò ñëóæèòü
ìåðîé äâóõ÷àñòè÷íîé çàïóòàííîñòè.
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