
1 Êâàíòîâûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì (ã.î.) íàçûâàåòñÿ øàðèê ìàññîé m, ïîäâåøåííûé
íà ïðóæèíêå æåñòêîñòè k.

1. Íàïèñàòü îïåðàòîð ýíåðãèè H ã.î. èñïîëüçóÿ çàêîí Ãóêà F = −kx è îïðå-
äåëåíèå ñèëû ÷åðåç ïîòåíöèàë F = −∇V . (Óêàçàíèå: H = p2

2m
+ kx2

2
).

2. Ðåøèòü êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ ã.î., íàéòè ÷àñòîòó êîëå-
áàíèé ω è íàïèñàòü H ÷åðåç ω. (Óêàçàíèå: H = p2

2m
+ mω2x2

2
).

3. Ïðèâåñòè ãàìèëüòîíèàí ã.î. ê âèäó

H = ~ωH0, H0 =
1

2
(X2 + P 2) (1.1)

äëÿ ïîäõîäÿùèõ îïåðàòîðîâX,P , è íàéòè [X,P ]. (Óêàçàíèå:X =
√
mω/~x, P =

p√
m~ω , [X,P ] = i.
4. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû

a =
X + iP√

2
, a+ =

X − iP√
2

. (1.2)

Íàéòè [a, a+] è âûðàçèòü H0 ÷åðåç íèõ. (Óêàçàíèå: [α, a+] = 1, H0 = a+a+ 1
2
.

5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè |φ1〉 - ñîáñòâåííûé âåêòîð H1 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
c1, òî a

+|φ1〉 - ñîáñòâåííûé âåêòîð H1 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì c1 + 1, à åñëè
a|φ1〉 6= 0, òî a|φ1〉 - ñîáñòâåííûé âåêòîð H1 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì c1 − 1.

6. Íàéòè ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå H ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ~ω/2, ðåøèâ
çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H. Ýòî ñîñòîÿíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |0〉 è íà-
çûâàåòñÿ âàêóóìíûì. Óêàçàíèå: ðåøåíèå èñêàòü â âèäå ãàóññèàíà. Îòâåò:

|0〉 = (mω/π~)1/4e−
1
2

mω
~ x2

(1.3)

7. Äîêàçàòü, ÷òî a|0〉 = 0 è |0〉 - åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå ñ òàêèì ñâîéñòâîì.
(Óêàçàíèå: èìïîëüçîâàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè).

8. Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà H îãðàíè÷åí ñíèçó, äîêà-
çàòü, ÷òî îí à) èìååò âèä ~ω

2
+n~ω ïðè n = 0, 1, ..., á) íåâûðîæäåí. Èñïîëüçîâàòü

ðåçóëüòàòû çàäà÷ 5 è 7.
9. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |n〉 ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå H ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

~ω
2

+n~ω è åäèíè÷íîé íîðìîé. Íàéòè çàêîí äåéñòâèÿ îïåðàòîðîâ a, a+ è a+a íà
|n〉. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò çàäà÷è 4. Îòâåò:

a|n〉 =
√
n|n− 1〉, a+|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉, a+a|n〉 = n|n〉 (1.4)

Çàäà÷à 9 äàåò îñíîâàíèå íàçâàòü îïåðàòîðû a, a+, a+a îïåðàòîðàìè óíè-
÷òîæåíèÿ êâàíòà âîçáóæäåíèÿ, ðîæäåíèÿ êâàíòà âîçáóæäåíèÿ è ÷èñëà êâàíòîâ
âîçáóæäåíèÿ ã.î. ñîîòâåòñòâåííî.
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Ìîäîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòà è íàïðàâëåíèå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ êâàíòà ïîëÿ - ôîòîíà, à òàêæå åãî ïîëÿðèçàöèÿ (íàïðàâëåíèå åãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ). Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âûòåêàåò, ÷òî åñëè çàôèêñè-
ðîâàòü êàêóþ-òî ìîäó, êëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ ãàðìîíè÷å-
ñêèì îñöèëëÿòîðîì íà äàííîé ÷àñòîòå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êâàíòîâîì îïèñà-
íèè ïîëÿ â äàííîé ìîäå ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ òîëüêî ïî ÷èñëó n
ôîòîíîâ äàííîé ìîäû, à îáùèé âèä îäíîìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò èìåòü âèä

|Ψone mode〉 =
∞∑
n=0

λn|n〉.
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